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土结构强度模型研究 
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摘  要：长期以来，很多学者在土的强度问题方面做了大量的研究工作，也取得了不少成果。但土的结构性对强度的影响一

直是这一问题的难点。以土的颗粒连接为基本点，建立了土结构强度模型，并对其进行分析，发现土体的强度直接与颗粒之

间的连接强度和连接的分布形态有关。将统计域上形成的应力强度曲线族，当作宏观分析的土体性能的代表点考察时，可以

自然地得到多个曲面构成的屈服面。通过对简化的土结构形态例子的分析，当各方向的连接为均匀分布时，可以得到各向同

性的应力强度模型。分析表明，当考虑到统计域的空间特性时，宏观应力在统计域上不同的局部坐标位置，会出现应力梯度

对强度产生影响的现象，这是过去的经典理论中所无法解释的。由此可知，土体结构强度模型是一种分析具有结构性土体的

新的、有效的方法。 
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Study of strength model of soil structure 
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Abstract: Many scholars have performed a large amount of researches on soil strength with considerable achievements. But the 
influence of soil structure on its strength has always been the difficult point. A soil structure strength model is established based on 
soil particle connection. From the analysis of this soil structure model established, it is found that the strength of soil mass is directly 
associated with the connection strength among particles and the distribution pattern of connections. When the stress-strength curve 
family in statistical domains is used to macroscopically analyze the soil mass properties, the yield surface composed of several 
curved surfaces can be gained. The analysis of examples of simplified soil structure morphology indicates that an isotropic 
stress-strength model can be obtained when the connection in each direction is evenly distributed. In addition, when the spatial 
characteristics of statistical domains are considered, for different local coordinates of macroscopic stress in the statistical domain, the 
stress gradient may influence the soil strength. This is exactly what the classical theories can not explain. Therefore, the strength 
model of soil structure being established is a kind of new and effective analysis method for structural soil. 
Key words: particle structure; model; strength theory 
 

1  引  言 

许多学者都进行过土的强度方面的研究，并取

得了不少有益的成果[1－5]。土的强度的确定，目前

解决的思路主要有两个方面：一是通过试验来获得

岩土的强度。但由于岩土的复杂性，很难找到其规

律，只能从工程现场测定相应的参数；二是理论与

试验相结合。主要是借用弹塑性力学中的强度理论

与试验相结合，在一定的假定条件下，得到具有一

定规律性的强度参数。但由于弹塑性理论本身的假

定条件与岩土材料的差距较大，往往得到的结果并

不理想。所以，到目前为止，岩土材料的强度问题

仍然没有很好地解决，其根本原因是岩土材料具有

很强的结构性。Chang 等[6]、Yin 等[7－8]从微细观角

度分析了岩土的特性，包括强度问题，但由于影响

土体结构性的因素很多，如颗粒的级配、连接性能、

组构关系等，使问题变得非常复杂。虽然取得了一

些研究进展，但要真正解决这一问题还需要长期的

努力。岩土材料可以看作是由大量的颗粒按照一定

的结构组成，本文以此为出发点，来分析岩土材料

的强度问题，通过颗粒结构模型来对岩土材料的强

度问题作一初步的探索。 
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2  土颗粒结构模型 

2.1  基本假定 
为简化土体的复杂性，对岩土材料的结构模型

做如下假定： 
（1）土体是由大量颗粒组成的，颗粒本身的强

度是无限大的，也就是认为，土体在受荷过程中不

考虑颗粒本身的破裂； 
（2）颗粒间的相互作用是通过颗粒间的接触而

形成，且两颗粒间只有一个接触点（或面）； 
（3）颗粒组合体的结构发生变化，即认为颗粒

间的连接达到破坏强度； 
（4）在宏观上，将一定空间范围内（统计域）

的颗粒组合体的平均特征作为该宏观点特性的代表

值。 
从以上假定可以看到，这一模型将土体简化为

由凸形态的颗粒相互接触组成的结构体，土体的破

坏特征是颗粒间的连接发生破坏，导致颗粒间组成

的结构发生变化。在宏观上土体塑性变形就是颗粒

构成的结构发生了变化。在进行宏观分析时，是以

统计理论为基础，对一定范围内的颗粒结构体的力

学或其他特征进行统计，作为宏观点的代表值，将

颗粒土体的强度问题，转化为统计区域上的强度问

题。 
2.2  颗粒间的连接强度 

在颗粒土体结构模型中，土体的宏观强度（统

计区域的强度）直接受到颗粒间连接强度和颗粒间

连接分布的影响，而颗粒间的连接强度又是宏观强

度（统计域的强度）的基础。根据文献[9－11]，可

以将颗粒间的连接简化为固定连接方式，简化后的

作用力如图 1 所示。主要有拉压力（径向作用力）

F、剪切力（切向作用力）Q 和弯扭力 M。连接的

强度主要由这 3 个参数控制。3 种力的参数可以形

成以下 3 种控制模式。 
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图 1  颗粒连接 

Fig.1  Particle connection 

（1）3 个力的参数为独立控制模式，即 F、Q、

M 的强度分量之间相互没有影响。在力的坐标关系

中形成一个立方体。因此，可称之为立方体关系： 
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式中：fxs、fys、fzs，qxs、qys、qzs，mxs、mys、mzs 分

别为颗粒连接拉压、剪切和弯扭在各方向上的破坏

能力分量。 
形成的立方体关系在整体坐标系中，可以相对

于原点对称，也可以是不对称关系，也可以与坐标

轴形成一定的角度。 
（2）F、Q、M  3 个力中，可能其中的任意两

个力之间存在一定的关系，即有 
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在某些情况下，颗粒间的破坏不仅仅受到一种

力的作用而破坏，可能是由两种的力共同作用所决

定。如颗粒间的摩擦破坏，就由切向力和正压力所

决定。 
（3）颗粒间的破坏由 F、Q、M 共同作用所控

制，即 
,  ,  0G F Q M （ ）            （3） 

以上 3 种情况实际上可以形成 7 种强度控制模

式，也可以认为是 7 种屈服模式：①拉压控制模式，

即 Fs控制模式；②剪切控制模式，即 Qs控制模式；

③弯扭控制模式，即 Ms 控制模式；④压剪控制模

式，即 Fs +Qs控制模式；⑤剪扭控制模式，即 Qs +Ms

控制模式；⑥压扭控制模式，即 Fs +Ms控制模式；

⑦压剪扭联合控制模式，即 Fs +Qs +Ms控制模式。 
以上 7 种模式，针对不同的材料会有所不同。

在颗粒模型中，对于颗粒之间的接触面强度，由于

接触面的方向性，在一般情况下，在不同的方向上

将表现出各向异性。当为统计强度时，由于连接面

分布可能为各个方向分布基本相同，宏观上的强度

表现可能为各向同性。 
（1）各向同性相关关系，即 

2 2 2
sF Q M R              （4） 

（2）具有方向性的椭圆关系，有 
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式中： fk 、 qk 、 mk 分别为方向系数。 
（3）摩擦关系，即 

Q kF                （6） 

式中：k 为摩擦系数。 
2.3  颗粒连接的应力强度 

前面讨论的颗粒间的连接能力，是以颗粒间连

接的最大破坏力来描述的，而在宏观分析中，都是

以强度（应力）来描述的。为了使微观上的描述与

宏观上相一致，应将颗粒连接能力以应力方式来描

述。应力强度是指材料单位面积上所能承受的应力

的大小，也就是说，要将颗粒连接的强度用应力强

度来描述，还必须考虑连接面的几何尺寸。 
在颗粒相互连接构成的体系中，颗粒之间的连

接的几何形态和尺寸都是十分复杂的，为了能较简

单地将连接能力转换为应力表达方式，可以将颗粒

之间的连接简化为点（线或面），在所要考察的统计

区域上就可以得到由颗粒连接的点（线或面），构成

的一个分布（如图 2）。图中的每个点（线或面），

代表了颗粒间的一个连接，为了能更形象地表达连

接的有关参数，还可引入连接法线方向，形成一个

更为全面表达连接分布及方向分布的连接分布图。 
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图 2  颗粒连接点分布 

Fig.2  Distribution of particle connection point 

 
要将各连接上的力，转换为应力或应力强度，

应考虑各个连接点（线或面）的影响区域。这里可

以引入计算几何中的 Voronoi 域的概念和方法，根

据各连接点（线或面）的分布计算出各个点（线或

面）的 Voronoi 域，以此近似作为连接点（线或面）

的影响区域[12－15]。 
图 3 是一个连接点 Voronoi 域，设 

( )i ir r                （7） 

式中： ir 、 分别为 Voronoi 域的矢径和相应角度。 
显然，通过原点，法线方向为 的 Voronoi 域

截面为 

π π
2 2i i ib r r          

   
       （8） 

因此，得到相应的法线方向为 的截面的应力

强度的表达式为 

s
s i
i

i

R
b

                （9） 

对于扭转下的偶应力强度，为力偶除以 Voronoi
域面积 Ai，即 

s
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图 3  连接点的 Voronoi 域 

Fig.3  Voronoi field of connection point 
 
从表达式中可以看到，当 Voronoi 域为不规则

形状时，各个不同方向上的 Voronoi 域截面会有所

不同，因此，计算得到的应力强度不仅仅会受到连

接点力大小变化的影响，而且还受到 Voronoi 域形

状的影响。既使连接力大小相同，由于 Voronoi 域
形状的影响，也会使应力或应力强度出现各向异性。

而 Voronoi 域形态的变化受到连接点（线或面）分

布的影响，也就是说，受到颗粒构成结构变化的影

响。所以，Voronoi 域的形态实际上反映了颗粒组合

结构形态的变化，可以通过 Voronoi 域的变化来体

现系统结构性的影响。 

3  统计域上的结构强度 

在宏观上，可以将统计域看作一个点，统计域

上的统计特征和相应的力学统计参数代表了宏观上

这一点的相应的力学参数。但在微观上，统计域是

一个区域，是一个包含了许多颗粒连接点的区域。

统计域上的强度是统计域上各个微观连接点特性及

这些连接结构分布特性的统计结果的反映。 
3.1  统计域强度的表达 

作为宏观代表点的统计域，其中包含着许多颗

粒间的连接，这些连接的能力可能各不相同。当以
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应力强度来表达各个连接点（线或面）的强度时，

土体结构的不同，连接点（线或面）的分布变化也

很不相同，相应的 Voronoi 域大小、形态也不同，

从而代表各个连接点（线或面）的应力强度也必然

不同。各个连接点的能力反映了颗粒间的连接特性，

或相互作用关系的能力，是与颗粒特性有关的。连

接的分布特征反映的是颗粒组成的组构特征。从宏

观意义上讲，我们更关心的是统计域上反映出来的

整体应力强度。而整体的应力强度是由统计中的颗

粒连接强度和颗粒连接的分布特征所决定的。 
根据统计域上连接的强度及其分布，可以求出

每个连接点（线或面）的应力强度，这个应力强度

可以绘制成曲线（应力强度曲线）。将这些曲线绘制

在同一个坐标系中，可以得到如图 4 所示的应力强

度曲线族。分析这个应力强度曲线族，可以有如下

3 种考虑。 
（1）平均应力强度  以每个连接的 Voronoi 域

大小为权重因子，可以得到统计域平均应力强度： 

s s

1

1 n

i i
i

v
V

 


              （11） 

式中： s 为统计域的平均应力强度； iv 、 s
i 为第 i

个统计域的区域大小和相应的应力强度；V 为整个

统计域的大小。式（11）表明，在整个统计域上，

是以应力强度的平均值作为统计域的应力强度。 
（2）最大包络强度可用下式表示： 

ss
max

1

Max[ ]
n

i
i

 


            （12） 

就是在所有连接的应力强度中，取最大值。从

图上看，就是应力强度曲线族最外的包络线（面）。

从宏观上讲，这个强度是指整个统计区域都进入了

屈服或破坏阶段。 
（3）最小包络强度表达式为 

ss
min

1

Min[ ]
n

i
i

 


            （13） 

在所有连接的应力强度中，选择最小的应力强

度值作为统计域的应力强度。从图 4 上看，就是曲

线族的最内侧的包络线（面）。从宏观上讲，统计域

中任一点进入屈服或破坏状态，就可以认为统计域

进入了屈服或破坏状态。 
比较以上 3 种应力强度参数可以发现，最大包

络强度值所包含的区域最大，它将整个的曲线族全

部包括在其中；最小包络强度值所包含的区域最小，

它所包含的区域是所有强度曲线包含的公共区域；

而平均强度介于最大强度和最小强度之间。在宏观

上，统计域是作为一点来进行观察的，并不能反映

出以上强度特征的区别，但可以通过微观的分析与

宏观现象的结合来观察这一特征。 
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外包络线

内包络线

Fy 

 
图 4  统计域上连接强度曲线 

Fig.4  Strength curves on statistics field 
 
3.2  简单结构强度分析算例 

根据以上思路，对具有简单结构的材料强度进

行分析。 
（1）为简单起见，设统计域中各颗粒间连接的

破坏能力相等，按独立的立方体分布模式分析。 
根据独立分布模式，除了由于各个连接的角度

会有所变化外，其他参数均相同。角度为 βi 的第 i
个连接的边线方程（平面问题）为 

scos cos 0x i y i             （14） 

式中： s 为颗粒连接的应力强度。 
这时在以 i 为法线的截面上，其应力大小应和

这一方向上颗粒连接强度相同，即有 
2 2

R

2 2
Q

sin cos 2 sin cos

( )sin cos (cos sin ) 
x i y i xy i i

x y i i xy i i
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       

   


    
 

                          （15） 
式中：i=1, 2,…n； R 为颗粒间连接的径向（截面

法向）连接强度； Q 为颗粒连接的切向连接强度。 
根据颗粒连接的角度 βi的变化，可以得到整个

统计域中的所有连接强度曲线。由于假定所有的连

接强度都相等，所以由上述方程形成的曲线实际上

是由一系列的直线所围成的区域。这些直线所围成

的包络线就是统计域的强度曲线。 
进一步假定所有的颗粒连接在方向上均匀分

布，并无限接近于连续分布。将式（15）中的角度

消去，得 

2 2 2

2 2
R R Q

1 1) )
4 4

) ( )
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x y
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    （16） 
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写为应力不变量的形式： 
2 2

2 R 1 R Q( )I I             （17） 

式中： 1 x yI    ， 2
2 x y xyI     。 

通过分析可以发现，这是一个与经典弹塑性理

论中的 Mises 准则非常接近的强度曲线。也就是说

由颗粒连接强度模型，当颗粒无限小并只考虑连接

的剪切强度时，可以退化到近似经典强度理论。而

颗粒连接强度模型是一个更一般和更具普遍意义的

强度模型。 
（2）考虑颗粒连接的径向强度与切向强度相关

的情况（如摩擦型连接）。 
将式（16）进行改造，设 x、y 方向正好为主应

力方向，有 
2 2 2 2

R R Q( )p q p            （18） 

式中：p、q 分别为平均主应力和广义剪应力。 
又有 

Q Rk                 （19） 

将式（19）代入式（18），得 
2 2 2 2

R R (1 )p q p k           （20） 

这就是由颗粒连接的径向强度和剪切强度相关

时的强度模型。显然与经典的摩尔-库仑理论不同，

但如绘制成曲线，可以发现两者还是很接近的（如

图 5 所示）。 
 

 

0 

q 

p 

2 2 2 2
R R (1 )p q p k      

q a kp   

 
图 5  与摩尔-库仑理论比较 

Fig.5  Comparing with Mohr-Coulomb theory 
 
3.3  统计域强度参数的宏观解释 

统计域上的强度与弹塑性理论中的强度的概念

是有一定的区别的。弹塑性理论中的强度是指一点

的强度，而统计域上强度是一个区域上的统计特性

的反映。弹塑性理论将研究的对象完全理想化，认

为材料是无限可分的，因此，具有点强度的概念。

而实际的材料不可能无限可分，只能在不同的尺度

上反映出其相应的特性。所以在颗粒这个尺度层面

上，采用统计域的强度概念更为合理，并具有实用

价值。在统计域的强度概念中，从最大包络强度到

最小包络强度之间是有一定过渡区域的，这个过渡

区域的宽度和连接点的强度分布有关，也与连接点

的空间分布形态有关，即与连接点的 Voronoi 域形

态有关，这反映土体的结构特性。一般地讲，连接

强度差别越大，Voronoi 域形态越不均匀，过渡带就

越宽，反之则越窄。如果将各个连接的应力强度完

全理想化，即各个连接的应力强度完全一致，这时

最大包络强度与最小包络强度之间的区域就完全消

失，这时的强度曲线就退化为弹塑性材料的屈服或

破坏曲线（过渡带宽度的定量分析将另文讨论）。也

就是说，统计域强度是一条有厚度的屈服面，而经

典理论的屈服面是没有厚度或厚度为 0 的曲面。 
在弹塑性理论中，有学者依据试验结果，提出

多屈服面理论，根据材料颗粒结构理论，考虑材料

的结构性后，可以发现，多屈服面可以自然而然地

导出。也就是说，多屈服面现象是由于材料的结构

性造成的非连续性、非均匀性而产生的强度曲线的

多样化而出现的必然现象。 
3.4  应力梯度和强度 

在经典弹塑性理论中，因为考虑的是点的强度，

因此应力梯度与应力强度是无关的，应力强度仅仅

是材料的独立特性。但实际上，理论上的点的概念

是不存在的，对于实际材料而言，即使尺度非常小，

材料仍然具有一定的结构性，且这种结构性，仍然

有一定尺度，那么从理论上讲，这个区域上各部分

的空间位置会有所不同，如果应力梯度变化较大 
时，各个不同空间位置的应力变化的影响就不能忽

略。 
设在统计域中，任一连接的局部坐标位置为

（ i , i )，则这点的应力可近似表示为 

s0 0
0i i i ix y

 
    

 
  

 
≤      （21） 

式中： i 为第 i 个连接的应力； 0 为统计域上的名

义应力 0 = 0 (x，y)； s
i 为第 i 个连接的应力强度。 

令 

s 0 0
i i ix y

 
  

 
  

 
          （22） 

可得 



第 1 期                            卫振海等：土结构强度模型研究                                       45   

 

s s
0 i i   ≤             （23） 

又令 
st s s
i i i                 （24） 

得 
st

0 i ≤               （25） 

由此可以看到， st
i 是与（x，y）处的应力梯度 

0

x



、 0

y



和统计域上连接所在位置有关。实际上， 

如果采用最小包络强度，就是要在所有的 st
i 中找

到最小值，作为 0 ，也就是统计域的应力强度。下

面分析 st
i 的情况，有 

st s s
i i i                （26） 

如果 s
i 是常量，在整个统计域上，则相当于

将 s
i 在应力强度坐标中作一个平动（见图 6），形

成一个新的屈服面。如果 s
i 是一个变量将引起屈

服面的位置和形状的变化（这点类似于经典弹塑性

理论中随动强化和同向强化，不同之处，在于这里

是由应力梯度引起的，而经典理论中，强化是应变

引起的），可以将这一变化称为应力梯度强化。 
 

 Fy 

0 Fx 

s
i  

st
i  

 
图 6  应力梯度引起的强度变化 

Fig.6  Strength changes with stress gradient 
 
根据（x，y）点的应力梯度和局部坐标位置（ i ，

i )，将统计域中所有连接的强度 s
i 求出其换算强

度 st
i ，并找到其最小包络强度曲线和最大强度包

络曲线。一般情况下，由于 s
i 的存在，会使原有

外包络面更向外，内包络应力强度面更向内。也就

是说，应力梯度的存在减小了统计域的最小包络强

度，加大了最大包络强度，使两个包络强度曲线间

的过渡区域更宽，在宏观上表现出来的是出现了一

种应力软化现象。 
将式（21）在整个统计域上求平均： 

0 0
0 0

1

0 0
0

1 1

1 n

i i i
i

n n

i i i i
i i

v
V x y

v v
x y

 
   

 
  



 

   
      

 
 

 



 
   （27） 

当统计域对称时，有
1

0
n

i i
i

v


 和
1

0
n

i i
i

v


 ，

可得 0 0   

除了应力梯度对强度有影响外，各个连接在统

计域中的局部坐标相对位置也有影响，也就是与连

接的分布有关，而连接的分布与统计域的结构形态

有关。也就是说，颗粒体系的结构形态和应力梯度

同时对强度有影响。 
另外，从宏观上看由于各点（x，y）的应力强

度不同，导致 0 的大小会随（x，y）而发生变化，

由此产生的应力梯度是随（x，y）在空间的分布不

同而不同，也就是说，在一定的条件下，应力强度

与该点的应力状态有关，这一点是具有结构性材料

的另一个重要特征。 

4  结  论 

（1）土体的强度是直接与颗粒之间的连接强度

和连接的分布形态有关。 
（2）在统计域上形成的应力强度曲线族，当在

宏观上作为一点考察时，自然而然地会得到多屈服

面的结论，从理论上解决了多屈服面的问题。 
（3）从分析中可知，应力梯度对强度会产生影

响，这是过去的经典理论中所无法解释的，但在实

际中确实存在这一现象，这里从理论上得到了解释。 
（4）颗粒连接点的分布形态，特别是一些特殊

类型的结构（如分形结构）对系统的强度有着关键

性的影响。 
以上几点从颗粒结构模型的分析中得到的结

论，是过去的经典理论无法得到的，这些结论和分

析的方法，解决了由颗粒组成的系统长期存在的一

些问题，提出了解决颗粒系统问题的一个新思路。

另外，颗粒系统的强度问题，是一个十分复杂的问

题，本文只是通过建立颗粒结构模型进行了初步的

分析，有些问题还需要在理论和试验上进一步的深

入研究。 
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